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1 Representación analítica de curvas 


Podemos pensar en una curva C' como la trayectoria que describe un punto 
moviéndose en el espacio. Considerando las coordenadas cartesianas (x, y, 2) 
en R3, las coordenadas del punto P de la curva vendrán expresadas en función 
de un parámetro que podemos denotar t y que toma valores en cierto intervalo 
ICR: 
a=2(0, y=y(0), «a, be l, 

Esto es, la curva es el conjunto C' de puntos de ¡R% con coordenadas 
(x(0), y(t), z(t)), cont € 1. Ala aplicación F: 1] —> RI, F(t) = (2(t), y(t), 2(1)) 
la llamaremos representación paramétrica de la curva C.. 

También podemos considerar una C' como el conjunto de puntos inter- 
sección de dos superficies; esto es, la curva es el conjunto de puntos de ¡R3 
con coordenadas (x,y, 2) que satisfacen dos ecuaciones: F(x,y,2) = 0 y 
G(z,y,z) = 0. Las ecuaciones F(x,y,z) = 0, Glz,y, 2) = 0 se denominan 
ecuaciones implícitas o cartesianas de la curva. 

Veamos algunos ejemplos sencillos de curvas con distintas representa- 
ciones paramétricas e implícitas. 


Ejemplos 


1. Línea recta. Una línea recta en el espacio viene dada por una repre- 
sentación paramétrica de la forma: 


r(t) = (a1 + tb,, Q2 + tba, 03 + tb3) : 


donde a;, b; son constantes y al menos uno de los b, 4 0. 


También podemos considerar la línea recta como intersección de dos 
planos. Por ejemplo, la recta de ecuaciones paramétricas 


x(t) = 01 + tb,, y(t) = 9 + tba, z(t) = Q3 + tb3, 
se puede considerar como la intersección de los planos 7,723 de ecua- 


ciones: 
— ta — Y 
( T1= b1 ba ? 


2. Circunferencia. 
Descripción geométrica: La circunferencia es el conjunto de puntos de 
un plano que equidistan de un punto dado. 


La circunferencia es una curva plana pues está contenida en un plano. 
Una representación paramétrica de la circunferencia de radio a, centro 
el origen de coordenadas y contenida en el plano 2 = 0 es: 


F(t) = (acost, asint,0), t € [0, 27), 


donde a es el radio de la circunferencia y t es el ángulo formado por 
el punto P = F(0), el origen de coordenadas O y el punto genérico 
X =F(t) de la circunferencia. 


Circunferencia 


Otra posible representacion paramétrica de la circunferencia es: 
r(t) = (acos 2t, asin 2t, 0), t € [0, 7), 


en la que estamos recorriendo la circunferencia a doble velocidad. 


Consideramos el conjunto de puntos con coordenadas (zx, y, 2) que sat- 
isfacen las siguientes ecuaciones: 


24+y42=02, 
z=0, 


esto es, estamos considerando la circunferencia como la intersección de 
la esfera de ecuación 2? + y? + 2? = a? con el plano de ecuación z = 0. 
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La misma circunferencia la podemos considerar como la intersección 
del paraboloide de ecuación 2? + y? — 2 = a? con el plano de ecuación 


g0: 

24y2=02, 

z=0. 
La misma circunferencia la podemos considerar como intersección del 
cilindro de ecuación 2? + y? = a? con el plano de ecuación z = 0. 


. Hélice circular. Esta curva está contenida en un cilindro circular por 
ejemplo, el cilindro de ecuación 2? + y? = a? y lo rodea de manera 
que cuando x= e y vuelven a sus respectivos valores iniciales, 2 se ha 
incrementado 21b. Véase la siguiente gráfica: 


Hélice circular 


Una representación paramétrica de la hélice circular es la siguiente: 
F(t) = (acost, asint,bt), t € [0, 2k), con k € N. 


El parámetro t mide el ángulo que forma el eje x con la recta que une 
el punto O con la proyección del punto genérico P € C con el plano 
Y. 


. Curva de Viviani. Es la curva intersección de una semiesfera con un 
cilindro de eje paralelo a un diámetro de la esfera. Por ejemplo, consid- 
eremos la semiesfera de centro el origen de coordenadas y radio 2 y el 
cilindro de base la circunferencia de centro el punto Z de coordenadas 
(1,0,0) y eje la recta  = 0,y = 0. La curva que se obtiene como 
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intersección de ambas superficies es una curva de Viviani de ecuaciones 
cartesianas o implícitas: 


a2+y?+22=4, 2>0, (expresión analítica de la semiesfera), 
(x — 1)? + y? = 1, (expresión analítica del cilindro). 


La curva de Viviani es la siguiente: 


Curva de Viviani 


Vamos a buscar una representación paramétrica de dicha curva. La 
circunferencia base del cilindro se puede parametrizar como sigue: 


x(t) =1+cost, y(t) =sint, z(t) =0, 


con t € [0,27). Sustituyendo los valores de x e y en la expresión de la 
esfera obtenemos: 


(1 + cost)? + (sint)? + 22 =4 
1+2cost + cos? t + sin?t+2?=4 
2 =2-—2cost 

2? =2— 2 (cos” $ — sin? $) 
2? =2 (cos? ¿ + sin? 4) — 2co9? ¿+ 2sin? 
2 


2 = 4sin? £ 


dry? 


t 
2 


(11212210 


z =2sin 5 pues z > 0. 


[y 


Obsérvese que para valores de £ € [0, 27), sin 5 es siempre positivo o 


nulo. Por tanto, una parametrización de la curva de Viviani es: 


(t) = (1+cost, sint, 2sin$),t € [0, 27). 


NOTA: Para el estudio local de las curvas se verá que la representación 
analítica más cómoda será la representación paramétrica. 

Definición. Representación paramétrica regular. Se dice que una apli- 
cación F: I] CR — RI, F(t) = (2(t), y(t), 2(t)), es una representación 
paramétrica regular de una curva C si se verifican las siguientes tres condi- 
ciones: 


1. ImP'=(, 
2. Tes una aplicación diferenciable de clase al menos 3, 


3. El vector tangente a la curva en cualquier punto P € C no se anula; 
esto es, 


71(0) =(0(0),9/(1),2(0) 40 para todo + € 1. 


Definición. Sea C' una curva con representación paramétrica 7: ] € 
R — R, F(t) = (x(t), yt), z(t)). Se dice que un punto P = (to) € C 
es un punto singular si F '(tp) = 0. Si F '(to) 4 0 entonces se dice que el 
punto P = F(tp) es un punto regular. Si existen dos valores t,,tz E 1 tales 
que F(t,) = F(t2) = P, entonces se dice que el punto P es un punto doble. 

Definición. Una curva C se dice que es plana si está contenida en un 
plano. En caso contrario se dice que es una curva alabeada. 


Ejercicio Representar las curvas cuyas parametrizaciones son las siguientes: 
L. A 14,8, 1) 
2. F(t) = (cost, sinót, 0), t € [0,2m), 


y estudiad si son curvas planas y si sus respectivas parametrizaciones son 
regulares. 
Solución. 


1. La aplicación 7 es diferenciable de clase C'2. Es una curva plana con- 
tenida en el plano 2 = 1. Se tiene: 7 "(t) = (2t, 32,0). Como 7 '(0) =0 
el punto P = F(0) = (0, 0,1) es un punto singular de la curva. El resto 
de puntos de la curva son puntos regulares pues 7 '(t) 4 0 sit 0. 


Curva 1 


2. La aplicación 7 es diferenciable de clase C', Es una curva plana con- 
tenida en el plano z = 0. Se tiene: F*(t) = (—3cos*£sint, 3sin?tcost, 0) = 
(0, 0, 0) si sint =0ó6 cost = 0; esto es, sit = 0,7/2,7,37/2. Por tanto, 
los puntos 


r(0) = (1,0,0), r(r/2) = (0,1,0), 
r(r) P (1, 0,0), r(37/2) = (0, 1,0), 


son puntos singulares. 


1.1 Cambio admisible de parámetro 


Se dice que una función t = t(s), s € J C R, es un cambio admisible de 
parámetro si verifica las siguientes condiciones: 


(a) t=1t(s) es una función diferenciable al menos de clase 3, 
(b) ts) 40, Vs € J. 


NOTA: Nótese que en el cálculo integral cuando se considera un cambio de 
variable se está considerando un cambio admisible de parámetro. 


Ejemplo La función t(0) = tan 2, 0€ (4, 2), es un cambio admisible de 
parámetro para cualquier representación paramétrica regular 7(t), t € I CR, 
de una curva C' ya que la función t(0) = tan £ es una función de clase 3 en 
el intervalo J = (4, 2) y además 


dt 1 1 0) TT 
(0) = ==> tan? - 0 ===). 
200) 2cos? É ¿(a+ 5) a e ( E 


2 Longitud de arco 


Una representación paramétrica importante será aquella en la que el parámetro 
a considerar es la longitud de la curva desde un punto que se considerará el 
punto inicial para el cálculo de la distancia y un punto arbitario de la curva. 

Consideremos una curva C' con representación paramétrica regular 7(t) = 
(x(t), y(t), z(t)), con t € /. Recordamos que la longitud de arco entre un 
punto A = (to) con to E Í y un punto arbitrario de la curva X = F(t),t€ I 
viene dada por la siguiente integral: 


t 
/ [7 "()]| de, 
vto 


donde ||” '(u) || = yz'(u)? + y (u)? + 2'(u)? es la longitud del vector 7 '(u). 
La función s(t) que a cada valor de t € 1 le asigna la longitud de arco desde 
el punto A = F(tp) al punto X = 7(t); esto es, 


.t 
09)= [rl 
yJto 
se denomina longitud de arco de la curva C. Nótese que 
s'(t) = 17 (0114 0, Vte l, 


pues 7(t) es una representación paramétrica regular. Por tanto la longitud 
de arco es un cambio admisible de parámetro. Como s '(t) 4 0, Vi € I, la 
función s(t) es invertible y su inversa t = t(s) tiene derivada 1/ ||” '(t(s))l|; 


esto es, 
1 


“0 = am 


Podemos considerar una representación paramétrica de la curva con parámetro 
la longitud de arco de la curva; esto es, 


d: J —=R?, á(s) =1(t(s)). 


Dicha representación se denomina la representación paramétrica natural de 
la curva C. 


Ejercicios 
1. Se considera la curva C' intersección de las superficies de ecuaciones: 


51 
S2 


y + (2-1)? =1, 
a + y =1. 


1 


il 


Se pide una representación paramétrica regular de dicha curva y la 
función longitud de arco. 


Solución. Una representación paramétrica de C es: 
r(t) = (1 — sin?(t), sin(t), 1 + cos(t)), con t € [0, 27). 


Y el siguiente dibujo muestra dicha curva: 


Como 
F"(t) = (—2sin(t) cos(t), cos(t), —sin(t)) 4 0, Vt € [0,27), 
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la representación paramétrica 7(t) es regular. Se tiene: 


ftrcoras 


/ y 4sin*(u) cos*(u) + 1du 
Jl ysin?(2u) + 1du. 


2. Se considera la curva C' con representación paramétrica: 


Il 


s(t) 


Il 


2 2 
El (e +7) cos(t), — (t+7)sin(0), Y mt + 5) , con t € [-27, 271]. 
Se pide la función longitud de arco. 


Solución. Se tiene: 
P'(t) = (cos(t) — (t +) sin(t), — sin(t) — (t +1) cos(t), 24 +7), 
con t € [-27, 211], luego 
[761 = (cos(t) — (+) sin(t)* 
+ (—sin(t) — (t + m) cos(t))? + (2t + my 
= cos? (t) — 2(t + 7) cos(t) sin(t) + (t + 1)? sin?(t) 
+sin?(t) + 2(t + m1) sin(£) cos(t) + (t + 1)? cos?(t) 
+ (2t + my 
= 14+(64+m?+(2 +0) 
= 14+5t + 6rt +27”. 
Por tanto, ||7'(t)]| = 0 si y sólo si 
—6r + y 367? — 20(27? + 1) 
10 
Luego ||7 '(t)]] 4 0, para t € [-2rr, 27]. Se tiene: 
t t 
alt) = dl 17 (0) || du = ] v1 + 5u2 + 6ru + 27?du. 
—2rr 


—21r 


1+ 5 +61rt+21?=0= t= 
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3. Se considera la curva C' con representación paramétrica: 


r(t) = (E sin(t), e y2 au) , Vt€ (0,27). 


Se pide la representación natural de dicha curva. 


Solución. Se tiene: 


e E cos(t), a — 0) , WtE€ [0, 27). 


Luego 


IO] 


por tanto, la longitud de arco viene dada por la función: 


e t 
e) = / [¡F(u)]| du = / dut: 
0 JO 


Por tanto, t es el parámetro arco y la representación dada en el enun- 
ciado es la representación natural. 


4. Se considera la curva C' con representación paramétrica: 
F(t) = (acos(t), asin(t), bt), Vt € [0, +00). 


Se pide la representación natural de dicha curva. 


Solución. Se tiene: 


r'(t) = (—asin(t), acos(t), b), Vt € [0, +00). 
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Luego 


a? sin?(t) + a? cos?(t) + b2 
A Va? sl b?, 


por tanto, la longitud de arco viene dada por la función: 


= 

Z= 
Eh 

== 
ll 


s(t) / ["(u)]| du 


[vara 
0 
= val +b%, 
que es una aplicación lineal. Se tiene, 
s (1) =Va2+2 40, 


por lo que es un cambio admisible de parámetro. Se tiene: 


t(s) = 


S 
vaz +12 


y, por tanto, la representación natural de la curva C es la siguiente: 


donde el parámetro arco s toma valores en el intervalo [0, +00). 


3 Estudio local de una curva 


Sea una curva C' C ¡R$ con representación paramétrica regular 7(t), t € I € 
R, de clase mayor o igual a 3 y sea 


¿=p o hi 17")! du, 


el parámetro arco. Por tanto, también podemos considerar la representación 
natural de C: 
a(s) =P(t(s)), se J CER. 
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3.1 Recta tangente y plano normal. 


El vector 
rt) = (2(0), y (1), (8) 
es un vector tangente a la curva C en el punto P = F(t). En general, dicho 


vector no es unitario. Denotaremos t(+) al vector unitario tangente a la curva 
C en el punto P = F(t); esto es, 


IN ri 
0 == Tr (1) 


Si consideramos la representación natural de la curva C, «(s) = F(t(s)), se 


tiene: 
a(s) =F(4(s))0(s) 
y 
[5] = 17 ES) 265)! 
1 / 


= 1. 


Nota. Cuando consideramos la representación natural de la curva, al calcular 
el vector tangente obtenemos directamente un vector unitario; esto es, 


t(s) = 4(s). (2) 
Definición. La recta tangente a una curva C' en un punto P es la recta 
que tiene el mismo vector tangente en P que la curva C. Se dice que la recta 
tangente tiene un orden de contacto 1 con la curva C en el punto P. 
Por tanto, la recta tangente a la curva C con vector tangente t= (v, 02, vz) 
en el punto P = (a, b,c) tiene la siguiente parametrización natural: (A) = 
OB + At, esto es, 


x(A) = az+Avs, 
y(A) b+ Az, 
z(A) = c+Auz. 


Definición. El plano normal a una curva Cen un punto P es el plano 
ortogonal a la recta tangente y que contiene al punto P. 
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En el siguiente dibujo se han representado las rectas tangente y el plano 
normal de la curva con parametrización 7(t) = (1 —sin?(£), sin(t), 1 + cos(t)), 
con t € [0, 27), en el punto P =7(7/4). 


Recta tangente y plano normal 


Sea Tr el plano normal de la curva C' con vector tangente E = (v;, vo, 43) 
en el punto P = (a,b,c). Un punto X pertenece al plano normal si verifica 
la siguiente ecuación vectorial: 


(0X - OP) -é=0 


Esto es, si (2, y, 2) son las coordenadas del punto X, la ecuación implícita o 
cartesiana del plano normal es: 


(x— ajos + (y — bjuz + (2 — cjuz =0. 
Ejemplos 
1. Consideramos la curva C' de ecuación paramétrica: 
F(t) = (acos(t), asin(t), b), te[0,27), 
con a % 0. Se pide calcular: 


(a) El vector tangente unitario a C' en el punto P de coordenadas 
(0, a, b). 
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(b) La recta tangente a C en el punto P de coordenadas (0, a,b) y en 
un punto arbitrario de la curva; esto es, un punto de coordenadas 
(a cos(to), asin(to), b). 


(c) El plano normal de C en el punto P de coordenadas (0, a,b) y en 
un punto arbitrario de la curva; esto es, un punto de coordenadas 
(acos(to), asin(to), b). 


Solución. El vector tangente a C en un punto arbitario de la curva es: 


7 '(t) = (asin(t), acos(t), 0). 


Se tiene: ||7'(t)]] = a 4 0 pues a % 0. Por tanto, el vector tangente 
unitario en un punto arbitario es: 

a rt 

me 2 mf, fic O. 


OL 
El punto P se alcanza cuando cos(to) = 0, sin(to) = 1, luego para el 
valor del parámetro: ty = 1/2. Por tanto, el vector tangente unitario 
a la curva C en el punto P es el vector: 

t(/2) E [=d, 0, 0) : 

La recta tangente a C' en el punto P viene dada por la siguiente para- 
metrización: 

FA) = OP +»M(r/2) 
(0, a,b) + A(—1,0, 0) 
= (—A,a,b). 


Y la recta tangente en un punto arbitrario de la curva tiene la siguiente 
parametrización: 

FA) = OX +Alto) 
= (acos(to), asin(to), b) + A (—sin(to), cos(to), 0) 
(acos(to) — Asin(to), asin(to) + Acos(to), b). 


| 


El plano normal en el punto P tiene la siguiente ecuación vectorial: 
=—= —> 


(OX — OP) -t(7./2) = 0. La ecuación implícita del plano normal en P 
es: 


(1-0, y—-a, z—b)-(-1,0,0)=0= x=0. 
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El plano > normal en el punto arbitario tiene la siguiente ecuación vec- 
torial: (OX — O Xp) -t(to) = O. La ecuación implícita del plano normal 
en un punto arbitario es: 

0 (x — acos(to), y — asin(to), z—b) - (—sin(to), cos(to), 0) 
= —usin(to) + asin(to) cos(to) + y cos(to) — a cos(to) sin(to) 
= —usin(to) + y cos(to). 


ll 


. Consideramos la curva C' de ecuación paramétrica: 
F(t) = (2cos(t), 2sin(t), 5t), t.€ [0, +00). 
Se pide calcular: 


(a) El vector tangente unitario a C' en el punto P de coordenadas 
(0,2, 2). 

(b) La recta tangente a C en el punto P de coordenadas (0,2, %). 

(c) El plano normal de C' en el punto P de coordenadas (0,2, %). 


Solución. El vector tangente a C' en un punto arbitario de la curva es: 
P'(t) = (—2sin(t), 2cos(t), 5). 


Se tiene: ||7"(t)|] = Y/4 +25 4 1, luego t no es el parámetro arco. Por 
tanto, el vector tangente unitario en un punto arbitario es: 


sx 


PO 2 2 
dh) =(- sin(t cos(t +): 
Fora y a 
El punto P se alcanza cuando cos(ty) = 0, sin(tp) = 1, luego para el 


valor del parámetro: ty = 7/2. Por tanto, el vector tangente unitario 
a la curva C en el punto P es el vector: 


E(m/2) = (E o, 5): 


La recta tangente a Cen el punto P viene dada por la siguiente para- 
metrización: 


OB + M(1r/2) 

(025) +59 35) 
> rápida) 
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El E normal en el punto P tiene la siguiente ecuación vectorial: 
== => 


(O P) -t(7/2) = 0. La ecuación implícita del plano normal en P 


es: 
5T 2 5 
0 = —0, 2, 2= | —=—=,0, == 
(+ cs 2 7) ( v2 75) 
s zT+ 5 (> 7) 
yY29.  y29 2) 
. Curva de Viviani. Consideramos la curva C' de ecuación paramétrica: 
r(t) = (1+ cost, sint, 2sin¿),t € [0,27). 

Se pide calcular: 

(a) El vector tangente unitario a C' en el punto P de coordenadas 

(0, 0,2). 


(b) La recta tangente a C' en el punto P de coordenadas (0, 0, 2). 
(c) El plano normal de C' en el punto P de coordenadas (0, 0, 2). 


Solución. El vector tangente a C' en un punto arbitario de la curva es: 
F'(t) = (-sin(t), cos(t), cos ($)). 


Se tiene: ||F'(t)]| = 4/1+cos? ($) 4 1, luego t no es el parámetro 
arco. El punto P se alcanza cuando 1 + cos(tp) = 0, sin(to) = 0 y 
2sin (2) = 2, luego para el valor del parámetro: tp = Tr. Por tanto, el 
vector tangente unitario a la curva C en el punto P es el vector: 
> 1 
(rm) = rr) 
OIK 
1 
= sin(m), cos(m), cos (4 
AN ), ( ), (77) 


= (0,-1,0). 


| 


La recta tangente a C en el punto P viene dada por la siguiente para- 
metrización: 

cda 3 

OP + At(Tr) 

(0,0,2) + A(0,—1,0) 

(0, —A, 2). 


ra) 


ll 


Il 


y 


El plano normal en el punto P tiene la siguiente ecuación vectorial: 
(OX — OB) -t(1r) =0. 
La ecuación implícita del plano normal en P es: 


O = (x-0, y-0, 2-2)-(0,-—1,0) 
== Y, 


3.2 Curvatura. Normal principal. Plano osculador. 


El vector tangente varía a lo largo de la curva. Sea A: Y — R la parame- 
trización natural de la curva C. El vector 


mide la variación del vector tangente en un entorno del punto P = «(s). 

Definición. Llamamos vector curvatura de la curva C' con parametrización 
natural %: 7] —R en el punto P = 4(s) al vector ”(s). LLamaremos cur- 
vatura o curvatura de flexión al módulo del vector curvatura; esto es, la 
curvatura de flexión es la función 


x(s) = ||a"(s)]|. (3) 


Interpretación geométrica de la curvatura de flexión. La curvatura de 
flexión mide la variación del ángulo que forman las respectivas rectas tan- 
gentes de puntos próximos de la curva. Sea 0(s) el ángulo que forma la recta 
tangente a C en el punto (sp) con la recta tangente a C en el punto 4(s). 
Se tiene: 


li 0(s)  0(s) sin 1  2sin A 
im —— = Si pa 
s>s0 |s — sy]  s>so |s — sol ON s>s0 |s— so]? 


y teniendo en cuenta la igualdad 


[5'(s) —(so)]] =26in 22, 
obtenemos: 


” 2sin 2 e E (s) -G (sl = ||a”( a ( s0)|| 
880 ls == o. bt ls ES So| 
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Nota. El vector curvatura (si k(s) 4 0) es perpendicular al vector tan- 
gente ya que derivando la igualdad: t(s) -t(s) = 1 tenemos: 


0 = (Hs) -1(s)/ =28 (5) Es). 


Definición. Llamamos vector normal principal y lo denotamos por ñ al vector 
unitario en la direccción del vector curvatura; esto es, 


a"(s) 4 
1 A 


Se tiene: 
ts) =0"(s (s) = l]a"(s)1 E OT > = x(s)ñ(s). (5) 


Definición. La recta normal principal a una curva C' en un punto P es la recta 
que contiene al punto P y tiene vector director el vector normal a la curva 
en P. Por tanto, la recta normal principal a la curva C' con vector normal 
ñ = (ni, n2, n3) en el punto P = (a, b,c) tiene la siguiente parametrización 
natural: (A) = OP + Añ, esto es, 


x(A) = a+An,, 
y(A) b + An, 
z(A) = C+ Ang. 


Il 


Definición. El plano osculador de una curva C' en un punto P es el plano 
que contiene a las rectas tangente y normal de la curva en el punto P. 

Sea la curva C' con vector tangente += (v1, va, V3) y vector normal princi- 
pal ñ = (n,, na, ng) en el punto P = (a,b,c). Un punto X pertenece al plano 
osculador si y sólo si el vector PX es combinación lineal de los vectores £ y Ñ. 
Por tanto, si (x, y, 2) son las coordenadas del punto X estas deben verificar 
la siguiente ecuación: 


za y-—b z-c 
0=| t, ta ta 
141 na 13 


Llamamos circunferencia osculatriz de la curva C en el punto P = a (sp) 
a una circunferencia contenida en el plano osculador de C' en P cuyo centro, 
llamado centro de curvatura, se encuentra sobre la recta normal principal en 
la dirección del vector y cuyo radio es R(sp) = 1/r(s0). Veáse el siguiente 
dibujo. 
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Circunferencia Osculatriz 


La circunferencia osculatriz tiene un orden de contacto máximo con la 
curva (tiene el mismo vector tangente y mismo vector normal que la curva 
en el punto P). 


El centro Z de la circunferencia osculatriz en el punto P = (sp) satisface 
la siguiente ecuación: 


— —>» 
OZ = OP + R(so)ñ(s0). 


La ecuación de la circunferencia osculatriz es: 


[02 - 02| = r(s. 


3.3 Recta binormal y plano rectificante. Torsión. 


Sea C' una curva con parametrización natural %: ] — R. 
Definición. Llamamos vector binormal y lo denotamos por b al vector 
unitario ortogonal al vector tangente y al vector normal; esto es, 


b(s) = ts) Añ(s). (6) 


Definición. La recta binormal a una curva C' en un punto P es la recta 
que contiene al punto P y cuyo vector director es el vector binormal a la 
curva en P. Por tanto, la recta binormal a la curva C' con vector binormal 
b = (b,,b2,b3) en el punto P = (a,b,c) tiene la siguiente parametrización 
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natural: F(A) = OP + Ab, esto es, 
x(A) = a+Ab,, 
y(A) b + Aba, 
zZ(A) = c+Ab3. 
En el siguiente dibujo se han representado las rectas tangente, normal princi- 


pal y binormal de la curva con parametrización 7(t) = (1 —sin?(t), sin(t), 1 + 
cos(£)), con t € [0, 27), en el punto P = F(7/4): 


0 
0,5 1 
1 


Rectas tangente, normal principal y 
normal 


Definición. El plano rectificante de una curva C' en un punto P = 4 (sp) = 
(a, b, c) es el plano que contiene a las rectas tangente y binormal de la curva 
en el punto P. Por tanto, el plano rectificante tiene la siguiente ecuación 
vectorial: 


(OX — OP) -ñ(so) =0< (2 a)n + (y —b)na + (20) m3 =0. 


Para medir la separación de la curva de su plano osculador en un punto 
o equivalentemente la variación del plano osculador de un punto a otro de la 
curva, estudiamos la variación del vector binormal. 

Se tiene: 

Ds) =85(s) Añ(s) +K(s) AT'(s). 

Vamos a calcular la variación del vector normal. El vector normal es un 
vector unitario y por tanto 1'(s) es un vector ortogonal a A(s). Por tanto, 
ñ'(s) es combinación lineal de los vectores tangente y binormal. Esto es, 


ms) = u(s)i(s) + T(s)b(s). (7) 
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Derivando la identidad %(s) - t(s) = 0 se obtiene: 


0 = (ns) -*(s)) 
1(s) -£(s) +1(s) -8"(s) 


= p(s) + k(s) 
Por tanto, us) = —k(s). 
Por tanto: 
Ds) = E El 


Il 
XA 
ro 
wm 
A 

3L 
mo 
va] 
> 
31 
oo 
YN 
A 
= 
+ 
AAA 
um 
pS 
RS 
ll 
PS 
um 
A 
ch 
poa 
um 
A 
th 
e] 
OS 
wm 
7 
S* 
Pi 
Um 
Na? 
KA 


lo] 
QUA A 
ZA 
ES Sar 
n + 
wm 
E 
2 
e 
A 
wm 
A 
o 
00 
[5] 
A 


La función 7(s) mide la variación del plano osculador en puntos próximos de 
la curva. Teniendo en cuenta A(s) - A(s) = 1 obtenemos: 


Ds) -¡(s) =—r(s). 


Definición. Llamamos torsión o curvatura de torsión a la función T(s); 


esto es, ¿ 
T(s) = —b(s) - ñ(s). 


Observación. Si T(s) = 0, Vs, entonces b'(s) = Ú y el vector binormal 
permanece constante y la curva C esta contenida en el plano osculador; esto 
es, C es una curva plana. 


Proposición. Sea C' una curva de clase 3, entonces: 


C es plana si y sólo si su torsión es idénticamente nula. 


3.4 Triedro móvil o de Frenet. 


Sea C' una curva de clase al menos 3 con representación natural A: J € 
R —> R?, y vector tangente ¿(s), vector normal %(s) y vector binormal b(s) 
en cada punto de la curva P = A(s). 


Definición. El triedro (Ts), ñ(s), B(s)) se denomina triedro de Frenet y 


en cada punto P = áG(s) de la curva C' forma una referencia afín de R*. El 
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triedro de Frenet nos da una referencia afín a lo largo de la curva C y por ello 
también se denomina triedro móvil. Los vectores £(s), (s), b(s) satisfacen las 
siguientes relaciones: 


Las rectas tangente, normal y binormal forman los ejes del triedro en 
cada punto de la curva y los planos normal, osculador y rectificante forman 
los planos cartesianos respecto de dicha referencia. 

En el siguiente dibujo se han representado los elementos del Triedro de 


Frenet en el punto P = F(7/4) de la curva con parametrización F(t) = 
(1 — sin?(£), sin(t), 1 + cos(t)), con t € [0, 27r): 


Triedro de Frenet 


3.5 Triedro de Frenet para una representación paramétrica 
arbitraria. 


Sea C una curva con representación natural 4: J C R —> R* y una rep- 
resentación paramétrica regular arbitraria 7: I C R —> R3. Con la repre- 
sentación paramétrica natural, los elementos del triedro de Frenet se pueden 
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calcular con las siguientes fórmulas: 


ls) = “(s), 


n(s) = E (s) 
( ) [[2"(s) [| ) 
> W(s) na”(s) 


b(s) = ts) Añ(s) = ZO sEJ. 


Y las curvaturas de flexión y de torsión se obtienen por las fórmulas: 
(s) = (s) -A(s) 
= [“(5l, 
r(s) = —U(s) ns) 
= — (is) Añ(s))' -T(s) 
= —(6(s) Añ(s)) -¡(s) — (Us) AT (s)) -A(s) 
= — (t(s) Ar'(s)) -n(s) 
= - (o A((s)14"(5))) (5) 28"(9) 
= (8)? (8/(s) A mo) a(s) 
= (5)? [8(5), (9), (9) 
CORONA 
[Ol 
Veamos cuáles son las expresiones de los elementos del triedro de Frenet y 


de las curvaturas de torsión y de flexión cuando tenemos una representación 
paramétrica arbitraria F(t) de la curva. Se tiene: 7(t) = (s(t)). Por tanto, 


a(s(t)s (1) 

(s(0) 117 "(51 

Ele) 1701, 

a (s(t)s (1) + 2(s(t))5"(0), 

Us(t))s (1) a (3(s(t))5'(6)? + (s(t))5"(8)) 
s(1'a(s(t)) na” (s(t)) 

s'(1*(s(t))t(t) Añ(t) 

MOINACOJOS 


24 


A O A 


Como b(t) es un vector unitario en la dirección del vector 7 
es un vector unitario ortogonal a t(t) y a b(t) se tiene: 


r'(t) 


<= For 
aa FAT) 
OA FO 
ñ(t) = d(0) Att). 


Teniendo en cuenta la igualdad: 


FIDA = 


MOINCOJO? 


se obtiene: NAPO 
e) = LOAN 
[Ir "(21 


Además, teniendo en cuenta la siguiente igualdad: 
r”() = 4 s(t))s (1) +33" (s(t))5'(1)5"(t) + 2(s(1)5"(8), 


y la expresión del vector F'(t) AF ”(t), obtenemos: 


(FARO) 7) 
AO) AU) (PEN +3 (50)508'0 
¿O E) 137 (s(0)) -4"(5(0) 
= 01 [(5(0),2"(4(0), 4"(5(0))] 
= ION) 

a OLMO 
AAN 


= T(s(t)) 17 () APO IÍ. 


Por tanto, 


mol 


no ELO, F (0,7 (0) 


TO) ar 


(E) AF*(1) y ñi(t) 


+ 4(s(t))5"(t)) 


(10) 


donde [F''(t), 7 "(t), 7 "(t)] denota el producto mixto de los vectores F *(t), 


y ” (t) y 


P (6); esto es, [7 '(t), 7 "(6), 7 "(t)] = (7 
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(Gare) 70. 


3.6 Fórmulas de Frenet-Serret. 


Sea C' una curva con representación natural 4: J C R —> R? de clase al 
menos 3. Los vectores del triedro de Frenet (o), ñ(s), 5(s) ) en cualquier 
punto P = 4(s) de la curva, satisfacen las siguientes ecuaciones: 


t"(s) = n(s)n(s), 

m(s) = —(s)éls) + r(s)0(s), 

b'(s) 5 —T(s)R(s), 
(véanse las fórmulas (5), (7) y (8a)), llamadas las fórmulas de Frenet-Serret. 
Las fórmulas de Frenet-Serret consituyen un sistema de ecuaciones diferen- 


ciales ordinarias para los vectores (o), ñ(s), 5(s)). Teniendo en cuenta el 


Teorema de existencia y unicidad de soluciones de un problema de valores 
iniciales para un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias se tiene el 
siguiente resultado. 

Proposición. Dadas dos funciones k,7: J C R —>R de clase al menos 1 
con k(s) > 0, Vs € J, existe, salvo su posición en el espacio, una única curva 
C tal que k(s) es su función curvatura y 7(s) es su función torsión. 

El resultado anterior nos dice que las funciones torsión y curvatura, k(s) 
y T(s), determinan de manera única la curva. Por esta razón, las ecuaciones 
k = k(s) y 7 = T(s) reciben el nombre de ecuaciones intrínsecas de la curva. 


Ejemplos 


1. Hallar los elementos del triedro de Frenet y la torsión y curvatura de 
la curva C con representación paramétrica: 


P(t) = (2cos(t), 2sin(t), 5t), tE€ [0, +00), 
en el punto P de coordenadas (0,2, $). 


Solución. El punto P se alcanza para el valor t = 7/2. Se tiene: 
P'(t) = (—2sin(t), 2cos(t), 5). 


Como || *(t)|| = y4 +25 4 1, el parámetro t no es el parámetro arco. 
Vamos a considerar la parametrización natural de la curva. Se tiene: 


s)=/ [IF (u)]| du = / V2du = 288. 
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Por tanto, 
t(s) = ad 


v29 


y la parametrización natural de la curva C es: 


Gs) = P(t(s)) = (20os Ya 2 sin Ya 55) ' 


El punto P se alcanza cuando t = 1/2 y, por tanto, cuando s = y 297 /2. 
Se tiene: 


A (s) ( z sin — a | , ) 
ds) = | -—sin—==, “==08-=, ==], 
v29 v29” y29 v29 y29 
2 2 
"(s) = (=o50os a Ñ sin — 0), 
29 v29 29 v29 
2 
( z ms cos E 0). 
29429 v29 29429 v29 


s € [0, +00). 


a” (s) a 
Luego, 
yr [129 ( 2 5 ) 
Q —= e == 0, m3 E 
2 v29” > y29 
v29 2 
1 m3 EN a! 
Q > Til = (o, 29 o), 
a” va = ( 2 0 ) 
2 294/29" ” 
Por tanto, 


(129 2 ;) 

(un) - +? 75) 

alY2 2) == (0-2 0-0 - 

nñ (7) = [[a(/257 /2)| (o, 29 o) == (0, LU, 
=> (129 2 5 

b (2) = (E O, 5) A(0, =-1, 0) 


- (330 da) 
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Los vectores (-2/v29, 0, 5/29), (0, —1, 0) y (5/v29, 0, 2/v29) 


forman el triedro de Frenet de C' en el punto P. 


La curvatura de C en P es: 


s(v297/2) 


a(VBr/2)| => 


Y la torsión de C' en P es: 


(291 /2), "(291 /2), 2”(v291/2)] 
r(V291/2) = A 
pra! 
A 212 /8 a 0 
201? 5 2 
> a | n/a e 


Por tanto, C' no es una curva plana. 


. Hallar los elementos del triedro de Frenet de la curva C' con repre- 
sentación paramétrica: 


r(t) = (t, —-t?, 148), te [0, +00), 


en el punto P de coordenadas (0, 0,1) y la curvatura y torsión en un 
punto genérico de la curva. 


Solución. Se tiene: 
F'(t) = (1, —2t, 3%), te [0, +00). 


Como ||?" '(t) || = y1 + 4t? + 9t* 4 1, el parámetro t no es el parámetro 
arco. Derivando la representación paramétrica obtenemos: 


FU = (0 —2, 66, 
r”(t) = (0,0, 6) 
FUE) AP"(t) La? — mm E, 
[PO AP "(O = V36tt + 36t2 + 4 


21/98 + 912 + 1. 
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Por tanto, 


4 TEO aga 1 

B(t) = PEA) cc — 6t, —2) 
FE) AFRO] 2/94 +09:2+1 

ñ(t) = d(1) At. 


El punto P se alcanza para el valor O del parámetro t. Por tanto, los 
vectores tangente, binormal y normal en P son: 


t(0) = (1,0,0), 
B(0) = (0,0,—1), 
ñ(0) = 5(0) Aí(0) = (0,-1,0). 


Se tiene: 
14 0 
ú A % [el 
0 0 -—1 


luego efectivamente el triedro tiene la orientación positiva. 
La curvatura de C' viene dada por la función: 


IO ArFO_ 2V9A+92 +1 


It ; 
Ñ MOTA (1 +42 + 914)*P 


Y la torsión de C' viene dada por la función: 


[0,7 0,70] 


== gara 
1 1 -—% 3 
O AS 
36+362+4| 0 0 6 
_ 13 
3614 + 3612 +4 
Ñ 3 
9449241" 
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3. La evoluta de una curva es el lugar geométrico de sus centros de cur- 


vatura. Se pide calcular la evoluta de la parábola de ecuación y = 527. 
2 


Solución. Una parametrización de la parábola de ecuación y = qu es: 


F(t) = (1,5%, 0). 


Se tiene: 
FO = (1,20), 
Fo e (0, 1,0), 
FIDAFUE = (0,0,1), 
por tanto, 
HE) += ( y 0), 
vV1+8t y1+*t 
b(t) = (0,0,1), 
t il 
nt) = |-— : ,0 
0 ( v1+t2* y1+t2 ) 


El radio de curvatura es: 


A on 
OO TN 


Por tanto, el lugar geométrico de los centros de curvatura de la curva 
tiene la siguiente parametrización: 


B() 


Il 


F(E) + R(OR(O) 


Il 


112.0) +(14+2% (- > z o) 
(1,3 a! da ) VI+P VER 
, 


Esto es, la curva en el plano z = 0 de ecuación explícita: 


y=i2 + (1402, 
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4. Hallar las ecuaciones intrínsecas de la curva con representación paramétrica: 
F(t) = (e* cos(t), e*sin(t), e*), tE [0, +00). 


Solución. La siguiente gráfica nos muestra la curva: 


Se tiene: 
rt) = (e (cos(t) — sin(t)), el (sin(t) + cos(t)), e”), 
r"(t) = (-2e'sin(t), 2e* cos(t), e), 
r"(t) = (-2€ (sin(t) + cos(t)), 2e* (cos(t) — sin(t)), e), 
FUEAF"(E = e” (sin(t) — cos(t), — cos(t) — sin(t), 2), 
OO] = 2%. 
Por tanto, 
IFOAFOL_ 26 _y2 
METEO ARA 
j COP O FT] 21 
TOTS 
Como 


5 sb [[F (29) du = [evi JE(é=D), 
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se tiene: 


y las ecuaciones intrínsecas de C' son: 


vV6 


x(s) = 3(8+ 3) 


O 
qe 3 (s+v43) 


. Hallar las ecuaciones intrínsecas de la curva C' con representación paramétrica: 
F(t) = (acos(t), asin(t), bt), te€ [0, +00), 
con a,b 40. 


Solución. Se tiene: 


P'(t) = (—asin(t), acos(t), b), 

P"(t) = (—acos(t), —asin(t), 0), 

PU = ta UN — asin(t), 0), 
FU)AF"(E = (absin(t), —abcos(t), a”). 


Por tanto, 


Pp! po AN + a 1/2 AT 211/2 
ay a MEAR 0748 la (24022 


A 
[a 
a? + 2 70, 
y 
S d e —asin(t) acots(t) b 
a [r (E), 7 (E), 7 uo _ 1 a sin( : 
T(t) = APOAO = (a+ 0?) —l cos(t) —0 sin(t) 0 
asin(t)  —acos(t) 0 
a?b 
= 2 dl 5?) 
AR + b2 Al 
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Nóta. Nótese que las ecuaciones intrínsecas de la anterior curva son con- 
stantes; esto es, no dependen del parámetro t. La curva anterior es una 
hélice circular. Se puede afirmar que si una curva es tal que su torsión y su 
curvatura son constantes no nulas, entonces es una hélice de base circular. 


3.7 Hélices 


Las hélices circulares son un caso especial de una clase de curvas denominadas 
hélices. Las hélices están caracterizadas por la propiedad de que la recta 
tangente en cada punto de la curva forma un ángulo constante «+ con una, 
recta l en el espacio que se denomina eje de la hélice. 

Sea C' una hélice de ángulo 0 y eje 1, con representación paramétrica 
natural 4: J CR —>R?. Sea Y un vector unitario en la dirección del eje !. 
Entonces la hélice C está definida por la ecuación: 


t(s) - U= cos0. 
Derivando la expresión anterior obtenemos: 
ñ(s) -v=0. 
Por tanto, el vector Y se puede escribir de la forma: 
7 =1(s) cos 0 + b(s) sin 0. 
Derivando la expresión 1(s) - Y= 0 = 0 obtenemos: 
0 ns) - 1 


(=x(9)s) + r(s)8(s)) : ((s) cos O + b(s) sin 9) 


—(s) cos 9 + T(s) sin 0. 


! 


Por tanto, 
5(s)  sin0 — 


_ = tanó. 
T(s)  cos0 qe 


Recíprocamente, si una curva regular satisface la condición: 


7 
za EA 
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entonces podemos encontrar un ángulo O de manera que: a = tanó y por 
tanto, k(s) cos 9 — T(s) sin9 = 0. Teniendo en cuenta las fórmulas de Frenet 
obtenemos: 


t'(s) = ar(s)ñ(s) = tanOr(s)ñ(s), 
b(s) = —T(s)n(s), 
tenemos: 
(E(s) cos 0 + b(s) sin 0) E (5) cos 0 +0'(s) sin 0 
= T(s) (tan 0 cos 6 — sin 0) ñ(s) 
0. 


Il 


Luego el vector 
Y =1(s) cos 0 + b(s) sin 0, 
es constante y 
U-t(s) =cos0. 
Por tanto, la curva es una hélice. 
Hemos obtenido el siguiente resultado: 


3.7.1 Teorema de Lancret (1802). 


Una curva alabeada con parametrización regular F(t), t € T CR, es una 
hélice si y sólo si el cociente k(t)/T(t) es constante Vi € 1. 
Ejemplos. Veamos si la curva con representación paramétrica 


r(t) = (el cos(t), e*sin(t), e), tE [0, +00), 


es una hélice. Se tiene: 


y torsión: 
1 
E) = —a 
rt) = 3 
Por tanto, 
r(t) 
e 
DS 
luego se trata de una hélice de ángulo 9 con tan9 = V2 y cuyo eje tiene 
vector director el siguiente: 


U = t(s) cos (arctan v2) + b(s) sin (arctan v2) d 
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3.8 


Ejercicios 


. Hallar la ecuación del plano osculador en el punto P de coordenadas 


B, 3 1) de la curva C' definida como la intersección de las siguientes 
superficies: 
9 =232+y=2z, 


S =x*+y=1-y. 


. Determínese la curvatura de la curva intersección de las superficies: 


51 
S2 


a+y422=11, 
ipy=2, 2>0, 


M0 


en el punto P de coordenadas (0, y2, 3). 


. Sea la curva C' con parametrización: 


r(t) = (4, +1, -1). 


Hallar el radio de curvatura en el punto P de coordenadas (1, 2,0). 


. Se considera la curva C intersección de las superficies: 


51 
S2 


a2+y42?=4, 2>0, 
(1-1) +y?=1. 


Al 


Se pide: 
(a) Los vectores del triedro de Frenet en el punto P de coordenadas 
(2, 0, 0). 
(b) La curvatura y la torsión de la curva en el punto P. 


(c) ¿Es C una curva plana? 


. Probar que si la curva es tal que todas sus tangentes pasan por un 


punto fijo del espacio, entonces la curva es una recta. 


. Sea la curva C' con parametrización: 


2 
Pt) = (6 +71) cos (t), — (t+msin(t), Y +1t+ 5) , tel[-27,21]. 
Se pide: 
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(a) Ecuaciones de los planos del triedro de Frenet en el punto P de 
coordenadas (o, 39 z). 


(b) Puntos en los cuales el plano osculador es paralelo al plano de 
ecuación 2 = 0. 


(c) Punto interseción del plano normal en el punto P y la recta tan- 
gente en el punto Q de ecuación (r, 0, 2). 
7. Se considera la curva C' intersección de las superficies: 


S1 e+(2-1)=1, 
S = 2+y=1 


Il 


Se pide: 
(a) Vectores del triedro de Frenet en el punto P de coordenadas 
(1,0,0). 
(b) Curvatura y torsión de la curva C' en el punto P. 
(c) ¿Es C una curva plana? En caso afirmativo, obtener la ecuación 
cartesiana del plano que contiene a la curva. 


8. Se considera la curva C' con parametrización: 


o(t) = (E sin t, Be, - Y cost) ¿TER, 


y el punto P de coordenadas (E, Br, 0). Se pide: 


(a) Comprobar que t es el parámetro arco de la curva dada. Hallar la 
longitud de la curva desde el punto A de coordenadas (o, 0, — 2) 


hasta el punto B de coordenadas (o, 24/2r, E). 


(b) Hallar el plano oculador y la recta binormal en el punto P. 


(c) Hallar la torsión y la curvatura (esto es, curvaturas de flexión y 
de torsión) en un punto genérico de la curva. 


(d) Estudiar si la curva es una hélice y en caso afirmativo calcular el 
eje. 
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10. 


LL 


12 


13. 


14. 


15. 


. Hallar el centro de curvatura de la curva C' con parametrización: 


a(t) = (te, e, Pe 1) 
en el punto P de coordenadas (0, 1, 1). 


A 


cos zx? 


Hallar la curvatura de la curva intersección de las superficies y = ln 


2=0, x € (-5,5), en el punto P de coordenadas (5, In 2,0). 


Hallar la ecuación del plano osculador en el punto P de coordenadas 
(1/2,1/2, 1/2), de la curva definida por las siguientes ecuaciones carte- 
sianas: 


a + y? 2, 
a+ y = 1-4. 
La cicloide es el lugar geométrico de los puntos P de una circunferencia 


de radio r que rueda sin deslizar por una recta. Hallar los puntos 
singulares de la cicloide con parametrización 


F(t) = (t—sint, 1—cost), tE [0,27]. 


Hallar el vector tangente a la cicloide en un punto regular arbitrario. 
¿Cuál es el límite de los vectores unitarios tangentes cuando tendemos 
a un punto singular? 


Hallar la evoluta de la elipse con parametrización 7(t) = (acott, asint), 
t € [0,27). 


Probar que la curva con parametrización 
F(t) = (tcost, tsint,t), tE [0,27), 


está contenida en un cono. Hallar la curvatura y la torsión en el punto 
que corresponde al vértice del cono. 


Demostrar que la curva con parametrización 
HE) = (sin? t, sintcotst, cost), tE [0,27), 


está contenida en una esfera y que todos los planos normales a. dicha 
curva contienen al origen de coordenadas. 
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16. 


A 


13. 


19. 


20. 


21. 


22. 


Determínese la curvatura de la curva de ecuaciones cartesianas 


a+ y 4 e 
qe + y? => 2, 


Il 

pai 
ES 
NW 

V 
2 


en el punto P de coordenadas (0, v2, 8%. 


Determínese una base del plano normal a la curva 122+y? = 2, 1+y+2 = 
2 en el punto P de coordenadas (1, —1, 2). 


Hállese la curvatura de la curva y = In(1/cos 2), x € (—1/2, 7/2) en el 
punto de coordenadas (7/6, ln 2/v3). 


Determínese la ecuación cartesiana del plano normal a la curva deter- 
minada por +y+z = 3 y 2? — y? + 22? = 2 en el punto P de 
coordenadas (1, 1,1). 


Calcular unas ecuaciones paramétricas de la curva cuyas ecuaciones 
intrínsecas son k(s) = 4 y T(s) = 3 y tal que para el valor del parámetro 
s=0 sea 


=y 4 3 > 34 

t = ES ni =(— = A 

0)= (0.55), 10) =,0.0), K0)=(0,-¿5) 
Sitúese el origen de coordenadas de modo que el punto de la curva 


correspondiente a s = O tenga coordenadas E, 0, 0). 


Las ecuaciones intrínsecas de una curva regular de clase infinito vienen 
dadas por x(s) = 0, 7(s) = 0. Señálense las proposiciones ciertas: 
(a) El enunciado nunca se puede cumplir. 
(b) Se trata de una circunferencia. 
(c) El triedro de Frenet es el mismo en todos los puntos de la curva. 
(d) Se trata de una parábola. 
(e) Se trata de una hélice. 
Probar que si una curva C es tal que todas sus rectas normales princi- 


pales contienen a un punto fijo F' del espacio, entonces la curva es una 
circunferencia. 
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Solución. 


Sea C la curva con parametrización natural 7(s). La ecuación de la 
recta normal principal por un punto P = F(s) de la curva es la siguiente: 


OX =F(s) +Añ(s), AER. 


Como el punto /" está contenido en todas las rectas normales principales 
se verifica: sd 

OF =F(s) + Ms)ñ(s). 
Derivando la expresión anterior y teniendo en cuenta las fórmulas de 
Frenet-Serret obtenemos: 


5) 


0 = FU s)+A(9)ñn(s) + As) (s) 
ds) +X(s)is) +9) (=1(9) és) + r(3)0(3)) 
= (1 k(s)A(s) t(s) + A (s)ñ(s) + r(s)A(s)A(s). 


Como (9), ñ(s), B(s)) es un sistema de vectores linealmente indepen- 


diente para cada valor de s, de la ecuación anterior se deduce: 


0 =1- k(s)A(s), k(s)A(s) = 1, 
0 =A(s), => 4 As) =A HH 0 pues x(s)A(s) = 1 
0=7(s)A(s), 0 = 7(s)A(s), 


luego de la tercera ecuación se deduce: T(s) = 0, y por tanto la curva 
C es plana y de la primera ecuación se deduce: k(s) = 1/1 constante, 
luego C es una circunferencia. 
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